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Abstract

Combinations solution of additive type to a two coupled weakly nonlinear sec-

ond order differential equations which governed the motion of a two coupled nonlinear

oscillator subjected to linear parametric excitation and external excitation. We deter-

mined the modulation equations in the amplitude and the phase, steady state solutions,

the frequency-response equation and stability analysis of the steady state solutions by

MSMS. Numerical study of the frequency-response equations and stability equations

are given for different values of the parameters. Results are plotted in group of Figures.

Finally discussion and conclusion are given.

1 Introduction

1 = f2 = O(1) and Ω1 = Ω2. is devoted to combination solutions of additive type
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The studies of paper is concerned with combinations solution to a two coupled weakly

nonlinear second order differential equations [2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11].

The present paper devoted to study the combinations solution of additive type to a two

coupled weakly nonlinear second order differential equations presented in [1], but in the

case f
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Ω1 + Ω0 ≈ ω0, in the case the amplitude of external excitation are equal and of order one,

also the frequencies of external excitation are equal [1].

2 Perturbation Analysis

The two weakly coupled nonlinear second order differential equations are the following

u′′1 + ω2
1u1 + εβu′1 −

1

2
εβu′2 + εk1u

2
1 + εk2u

3
1 +

1

2
εh(u2 − 2u1) cos(Ωot)

− 1

2
εµ((u2 − u1)2u′2 − u′1(u2

2 − 2u1u2 + 2u2
1) − u2

1ú1) +
1

2
ε∆2u2

= f1 cos(Ω1t),

(2.1)

u′′2 + ω2
2u2 + εβu′2 −

1

2
εβu′1 + εk3u

2
2 + εk4u

3
2 +

1

2
εh(u1 − 2u2) cos(Ωot)

− 1

2
εµ(−(2u2

2 − 2u1u2 + u2
1)u′2 + (u2 − u1)2u′1) +

1

2
ε∆2u1

= f1 cos(Ω1t),

(2.2)

where u1 and u2 are the vertical displacements of the micro-cantilevers relative to the ori-

gin of the fixed plate, ω1, ω2 are the uncoupled natural frequencies and β,∆, h, µ, ki where

i = 1, 2, 3, 4 are constant.

It is noted that in [1] the excitation are the linear parametric excitation, but in Eqs.(2.1)

and (2.2) their are linear parametric and external excitations. Also in [1] they studied only

a single degree of freedom for harmonic solution by using secular perturbation theory. In

our work here, we studied combination solution of additive type, in the case f1 = f2 = O(1)

and Ω1 = Ω2.

Using the method of multiple scales, we get a first order uniform solutions of Eqs.(2.1)

and (2.2) in the form

u1(t; ε) = u10(T0, T1) + εu11(T0, T1) + ...,

u2(t; ε) = u20(T0, T1) + εu21(T0, T1) + ...,
(2.3)

where T0 = t is the first scale associated with changes occurring at the frequencies ω1, ω2,

Ωo and Ω1, and T1 = εt is a slow scale associated with modulations in the amplitude. In
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terms of T1, the time derivatives become

d

dt
= D0 + εD1 + ... &

d2

dt2
= D2

0 + 2εD0D1 + ..., (2.4)

where Dn = ∂
∂Tn

. Substituting equations (2.3) and (2.4) into Eqs.(2.1) and (2.2) and

equating coefficients of like powers of ε one obtains

Order ε0:

D2
0u10 + ω2

1u10 − f1 cos(Ω1T0) = 0 (2.5)

D2
0u20 + ω2

2u20 − f1 cos(Ω1T0) = 0 (2.6)

Order ε:

D2
0u11 + ω2

1u11 = −[βD0u10 −
1

2
βD0u20 + µu2

10D0u10 −
1

2
µu2

10D0u20

− µu20u10D0u10 + µu20u10D0u20 +
1

2
µu2

20D0u10

− 1

2
µu2

20D0u20 + 2D0D1u10 − hu10 cos(Ω0T0)

+
1

2
hu20 cos(Ω0T0) + k2u

3
10 + k1u

2
10

+
1

2
∆2u20]

(2.7)

D2
0u21 + ω2

2u21 = −[−1

2
βD0u10 + βD0u20 −

1

2
µu2

20D0u10 + µu2
20D0u20

+ µu10u20D0u10 − µu10u20D0u20

+
1

2
µu2

10D0u20 + 2D0D1u20 − hu20 cos(Ω0T0)

+
1

2
hu10 cos(Ω0T0) + k4u

3
20 + k3u

2
20

− 1

2
µu2

10D0u10 +
1

2
∆2u10]

(2.8)

The solution of Eqs.(2.5) and (2.6) can be expressed in the complex form

u10 = Aeiω1T0 + Āe−iω1T0 + λ(eiΩ1T0 + e−iΩ1T0), (2.9)

u20 = Beiω2T0 + B̄e−iω2T0 + λ(eiΩ1T0 + e−iΩ1T0), (2.10)

where λ = − 2f1
ω1−Ω1

, Ā and B̄ are the complex conjugate of A and B respectively. Then
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Eqs.(2.7 and 2.8) become,

D2
0u11 + ω2

1u11 = −[eiω1T0(iµω1ABB̄ + 3k2A
2Ā+ iµω1A

2Ā

+ 2iω1A
′ + 6k2λ

2A+ iβω1A+ iλ2µω1A)

+ eiω2T0(−iµω2ABĀ− 1

2
iµω2B

2B̄ − 1

2
iβω2B +

1

2
∆2B)

+ ei(2ω2−ω1)T0(iµω2B
2Ā− 1

2
iµω1B

2Ā)

+ ei(ω2−2ω1)T0(iµω1BĀ
2 − 1

2
iµω2BĀ

2)

− 1

2
hei(Ω0−ω1)T0Ā+ eiΩ1T0(6k2λAĀ+ iλµΩ1AĀ+ 3k2λ

3

+
1

2
iβλΩ1 +

∆2λ

2
+

1

2
iλ3µΩ1) + 2k1λĀe

i(Ω1−ω1)T0

+ 2k1AĀ+
1

4
hei(Ω0−ω2)T0B̄ − 1

4
hλei(Ω0+Ω1)T0

+ e3iΩ1T0(k2λ
3 +

1

2
iλ3µΩ1) + k1λ

2e2iΩ1T0 + 2k1λ
2]

+NST.+ c.c,

(2.11)

D2
0u21 + ω2

2u21 = −[eiω2T0(iµω2ABĀ+ 3k4B
2B̄ + iµω2B

2B̄ + 2iω2B
′

+ 6k4λ
2B + iβω2B + iλ2µω2B)

+ eiΩ1T0(iλµΩ1AĀ− λµAĀ+ 6k4λBB̄

+ 2iλµΩ1BB̄ − λµBB̄ + 3k4λ
3 + iβλΩ1 −

βλ

2
+

∆2λ

2
+

1

2
iλ3µΩ1)

+ ei(Ω1−ω2)T0(2k3λB̄

+ eiω1T0(λµAB̄ − iλµΩ1AB̄))

+ eiω1T0(−iµω1ABB̄ − 1

2
iµω1A

2Ā− 1

2
iβω1A+

1

2
∆2A)

+ ei(ω1−2ω2)T0(iµω2AB̄
2 − 1

2
iµω1AB̄

2)

+
1

4
hei(Ω0−ω1)T0Ā

− 1

2
hei(Ω0−ω2)T0B̄ + 2k3BB̄

− 1

4
hλei(Ω0+Ω1)T0

+ e3iΩ1T0(k4λ
3 +

1

2
iλ3µΩ1) + k3λ

2e2iΩ1T0 + 2k3λ
2]

+NST.+ c.c.

(2.12)
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From Eqs.(2.11) and (2.12) there exist combination solution of additive type.

3 Combination Solution of Additive Type Ω0 + Ω1 ≈ ω1

In this case, we have

Ω0 + Ω1 ≈ ω1 i.e. Ω0 + Ω1 = ω1 + εσ1,

where σ1 is detuning parameter, by eliminating the secular terms from Eqs.(2.11) and (2.12)

yields

− iµω1ABB̄ − 3k2A
2Ā− iµω1A

2Ā− 2iω1A
′

− 6k2λ
2A− iβω1A− iλ2µω1A+

1

4
hλeiσ1T1 = 0

(3.1)

− iµω2ABĀ− 3k4B
2B̄ − iµω2B

2B̄ − 2iω2B
′

− 6k4λ
2B − iβω2B − iλ2µω2B = 0

(3.2)

where the prime indicates the derivative with respect to T1. Writing A and B in the polar

form as A = 1
2a1(T1)eiδ(T1) and B = 1

2a2(T1)eiγ(T1) into Eqs.(3.1) and (3.2) where a1(T1),

a2(T1), δ(T1) and γ(T1) are real-valued functions, representing, the amplitudes and phases

of the response, by separating real and imaginary parts, we obtain the following modulation

equations:

8ω1a
′
1 = a3

1(−µ)ω1 − a1a
2
2µω1 − 4a1βω1 − 4a1λ

2µω1 + 2hλ sin(φ1), (3.3)

8a1ω1φ
′
1 = 3a3

1k2 + 24a1k2λ
2 + 8a1σ1ω1 − 2hλ cos(φ1), (3.4)

8ω2a
′
2 = −a2

1a2µω2 + a3
2(−µ)ω2 − 4a2βω2 − 4a2λ

2µω2, (3.5)

8ω2γ
′ = 3k4a

2
2 + 24k4λ

2, (3.6)

where, φ1 = T1σ1 − δ. For steady state solution, a′1 = a′2 = φ′1 = γ′ = 0, in Eqs.(3.3), (3.4),

(3.5) and (3.6) we obtain

a3
1(−µ)ω1 − a1a

2
2µω1 − 4a1βω1 − 4a1λ

2µω1 + 2hλ sin(φ1) = 0 (3.7)

3a3
1k2 + 24a1k2λ

2 + 8a1σ1ω1 − 2hλ cos(φ1) = 0 (3.8)
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a2
1a2µω2 + a3

2µω2 + 4a2βω2 + 4a2λ
2µω2 = 0 (3.9)

a2
2 + 8λ2 = 0 (3.10)

Squaring and adding the equations (3.7), (3.8), (3.9) and (3.10), we get the following

frequency-response equations:

M1a
6
1 +M2a

4
1 +M3a

2
1 − 4h2λ2 = 0, (3.11)

and

a6
2(9k2

4 + µ2ω2
2) +M4a

2
2 +M5a

4
2 = 0, (3.12)

where

M1 = 9k2
2 + µ2ω2

1

M2 = 144k2
2λ

2 + 48k2σ1ω1 + 2a2
2µ

2ω2
1 + 8βµω2

1 + 8λ2µ2ω2
1

M3 = 576k2
2λ

4 + 384k2λ
2σ1ω1 + a4

2µ
2ω2

1 + 8a2
2βµω

2
1 + 8a2

2λ
2µ2ω2

1

+ 16β2ω2
1 + 32βλ2µω2

1 + 16λ4µ2ω2
1 + 64σ2

1ω
2
1

M4 = a4
1µ

2ω2
2 + 8a2

1βµω
2
2 + 8a2

1λ
2µ2ω2

2 + 576k2
4λ

4

+ 16β2ω2
2 + 32βλ2µω2

2 + 16λ4µ2ω2
2

M5 = 2a2
1µ

2ω2
2 + 144k2

4λ
2 + 8βµω2

2 + 8λ2µ2ω2
2

For stability analysis from equations (3.3), (3.4), (3.5) and (3.6) by putting:

a1 = a10 + a11(T1) φ1 = φ10 + φ11(T1),

a2 = a20 + a21(T1) γ = γ10 + γ11(T1),
(3.13)

where a10, a20, φ20 and φ30 are solutions of Eqs.(3.7), (3.8), (3.9) and (3.10) and a11,

a21, φ21 and φ31 are perturbations which are assumed to be small. Substituting Eq.(3.13)

into Eqs.(3.3), (3.4), (3.5) and (3.6), linearizing the resulting equations and noticing that

the steady-state values satisfy Eqs.(3.7), (3.8), (3.9) and (3.10), then we obtain

a′11 =
(3a3

10k2 + 24a10k2λ
2 + 8a10σ1ω1)

8ω1
φ11

+
(−3a2

10µω1 − a2
20µω1 − 4βω1 − 4λ2µω1)

8ω1
a11

+
(−2a10a20µω1)

8ω1
a21

(3.14)
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a′21 = −(a10a20µ)

4
a11

+
(a2

10(−µ) − 3a2
20µ− 4β − 4λ2µ)

8
a21

(3.15)

φ′11 =
(9a2

10k2 + 24k2λ
2 + 8σ1ω1)

8a10ω1
a11

+
(a3

10µω1 + a10a
2
20µω1 + 4a10βω14a10λ

2µω1)

8a10ω1
φ11

(3.16)

γ′11 =
3k4(3a2

20 + 8λ2)

8a20ω2
a21 (3.17)

The previous system of Eqs.(3.14)-(3.17) can be written in the simple form

[Ḣ] = [A][H] ; [H]T = [a11, a21, φ11, γ11] (3.18)

[A] is a 4x4 matrix and the elements of which are functions of a11, a21, φ11 and γ11. Sta-

bility of the steady state solution is now decided by the nature of the eigenvalues of the

matrix [A]. Equations (3.14), (3.15), (3.16) and (3.17) admit of solutions on the form

(a11, a21, φ11, γ11) = (c1, c2, c3, c4)emT1 . Then the eigenvalues are given by the following

equation

m4 +R1m
3 +R2m

2 +R3m+R4 = 0, (3.19)

where R1 = 4096a1a2ω
2
1ω2,

R2 = 512a1a2ω
2
1ω2(3a2

1µ+ 3a2
2µ+ 4(β + λ2µ)),

R3 = −64a1a2ω2(96k2σ1ω1(a2
1 + 4λ2) + 9k2

2(3a4
1

+ 32a2
1λ

2 + 64λ4) + ω2
1(a4µ2 + 2a2

1µ(a2
2µ+ 4(β + λ2µ))

+ a4
2µ

2 + 8a2
2µ(β + λ2µ) + 16((β + λ2µ)2 + 4σ2

1))),

R4 = −8a1a2ω2(96k2σ1ω1(a2
1

+ 4λ2)(a2
1µ+ 3a2

2µ+ 4(β + λ2µ)) + 9k2
2(3a4

1

+ 32a2
1λ

2 + 64λ4)(a2
1µ+ 3a2

2µ+ 4(β + λ2µ))

+ ω2
1(3a6

1µ
3 + a4

1µ
2(9a2

2µ+ 28(β + λ2µ))

+ a2
1µ(9a4

2µ
2 + 56a2

2µ(β + λ2µ) + 16(5(β + λ2µ)2

+ 4σ2
1)) + (3a2

2µ+ 4(β + λ2µ))(a4
2µ

2

+ 8a2
2µ(β + λ2µ) + 16((β + λ2µ)2 + 4σ2

1)))).
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According to the Routh-Hurwitz criterion [11], the fixed points are stable if and only

if

R1 > 0, R4 > 0, R1R2 −R3 > 0

and R3(R1R2 −R3) −R2
1R4 > 0.

(3.20)

4 Numerical results and discussion

By solving numerically the frequency response equations (3.11), (3.12) and stability

condition (3.20). The numerical results are plotted in groups of figures, which represent

the variation of the amplitudes (a1 and a2) with the detuning parameter (σ1) for given

values of the other parameters. In all figures, the solid (hollow) symbols represent stable

(unstable) solutions.

Figure(1)-(16) represent the frequency response curves for combination solution additive

type. In Fig.(1), the magnitude of the parameter are (h = 7, µ = .08, β = −.1, k2 = 2, k4 =

.07, ω1 = .4, ω2 = .03, λ = −.05), we have two systematic branches about σ1 = 0 stable

(unstable) solutions. In Fig.(2) for a2 we have also, two curves with multivalued solutions,

where the values of σ1 are unstable region.

• By increasing (decreasing) (µ and (ω2), the magnitude of (a1) have no change (i.e.

we have a saturation phenomenon) Fig.(11) and Fig.(17).

• By increasing (decreasing) (h), we observe that for a1, the range of the definition

and the zone of multivalued are an increased (decreased) and the stable solutions are

decreasing (increasing) where σ1 = −3.8 and σ1 = −6.5 Fig.(3), for (a2) the curves

are increased (decreased) for the zones of the definition σ1 = −3.9 and σ1 = −6.5

Fig.(4).

• By decreasing (β), we note that the magnitude of (a1) are decreased and the region

of stable are vanish Fig.(5). But for (a2) the magnitude are increased and curves turn

out to be a straight line and the region of stable are decreasing at the decreasing for

(a2) Fig.(6).

• By increasing (decreasing) (k2), for (a1 the semi-oval expand and move to right (left)

which is given by an increase (decrees) in the zone of multivaled and the region of
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the stable solutions vanish at decreasing k2 Fig.(7). We observe that for (a2), the

curves are increased (decreased) of the range of definitions and the curves move to

left (right) Fig.(8).

• By decreasing (increasing) (λ), for (a1 the zone of multivaled and the region of the

stable solutions are increased (decreased) and the part of stable solution are increasing

(decreasing) Fig.(9). We observe that for (a2), the curves are increased (decreased)

of the region of definitions and the curves bent to upward (downward) by decreasing

(increasing) for (λ and k4) Fig.(10) and Fig.(12).

• By increasing (decreasing) (µ), we note that for (a1) are decreased (increased) of the

region of definition Fig.(13). But for (a2) the curves turn out to be two curves right

and left and the curves convergent at the zero Fig.(14).

• By increasing (decreasing) (ω1), for (a1 the semi-oval expand and move to right (left)

which is given by an increase (decrees) in the zone of multivaled Fig.(15). We observe

that for (a2), the curves are increased (decreased) of the region of definitions and the

curves move to left (right) Fig.(16).

• By increasing (decreasing) (ω2), we note that the magnitude for (a2) are increased

(decreased) and the region of definitions are increase (decrease) and the curves bent

to upward (downward) Fig.(18).

5 Summery and Conclusion

This paper is devoted to study analytically the combination solutions od additive type

to a two coupled weakly nonlinear second order differential equations which represent the

dynamical behavior of MEMS, in the case f1 = f2 = f and Ω1 = Ω2.

From the figures we note that:

• The region of stability affect for decreasing the parameters ω1, k2 for a1 and for

increasing (decreasing) the parameters k4 and ω2 have no change i.e. we have a

saturation phenomenon for a1.
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• The range of definitions bent to upward (downward) by decreasing (increasing) for a2

for the parameters λ and k4 at the inverse the parameter ω2.

• For increasing, µ we observe that for a2 the branches bent to the right branch and

the left branch and convergent to zero for the parameter µ.
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Figure 1: Variation of the amplitude of

the steady-state solution a1
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Figure 2: Variation of the amplitude of

the steady-state solution a2
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Figure 3: Variation of the parameter h
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Figure 4: Variation of the parameter h

ééééééééééééééééééééééééééééééééééééééééééééééééééééé
é
é
é

é

ééééééééééééééééééééééééééééééééééééééééééééééééééééé
é
é
é

é

é
é
é
é
é
é
é
é
é
é
é
é
é
é
é
é
é
é
é
é
é
é

é

é

é

é
é
é
é
é
é
é
é
ééééééééééééééééééééééééééééééééééééééééééééé

éééééé
é
é
é
é
é
é
é
é
é
é
é
é
é
é
é
é
é
é
é
é
é
é
é
é
é
é
é
é
é
é
é
é
é
é
é
é
é
ééééééééééééééééééééééééééééééééééééééééééééé

é
é
é
é
é
é
é
é
ééééééééééééééééééééééééééééééééééééééééééééé

éééééé
é
é
é
é
é
é
é
é
é
é
é
é
é
é
é
é
é
é
é
é
é
é
é
é
é
é
é
é
é
é
é
é
é
é
é
é
é
ééééééééééééééééééééééééééééééééééééééééééééé

é
é
é
é
é
é
é
é
é
é
é
é
é
é
é
é
é
é
é
é
é
é

é

é

é

ééééééééééééééééééééééééééééééééééééééééééééééééééééé
é
é
é

é

ééééééééééééééééééééééééééééééééééééééééééééééééééééé
é
é
é

é

éééééééééééééééééééééééééééééééééééééééééééééééééééééé
é
é
é

é

éééééééééééééééééééééééééééééééééééééééééééééééééééééé
é
é
é

é

é

é

é

é
é
é
é
é
é
é
é
éééééééééééééééééééééééééééééééééééééééééééééé

éé
é
é
é
é
é
é
é
é
é
é
é
é
é
é
é
é
é
éééééééééééééééééééééééééééééééééééééééééééééé

é
é
é
é
é
é
é
é
éééééééééééééééééééééééééééééééééééééééééééééé

éé
é
é
é
é
é
é
é
é
é
é
é
é
é
é
é
é
é
éééééééééééééééééééééééééééééééééééééééééééééé

é

é

é

éééééééééééééééééééééééééééééééééééééééééééééééééééééé
é
é
é

é

éééééééééééééééééééééééééééééééééééééééééééééééééééééé
é
é
é

é

ééééééééééééééééééééééééééééééééééééééééééééééééééééé
é
é
é

ééééééééééééééééééééééééééééééééééééééééééééééééééééé
é
é
é

éééééééééééééééééééééééééééé
é
é
é
é
é
é
é
é
é
é
é
é
é
é
é
é
é
é
é
é
é
é
é
é
é
é

é

é

é
é
é
é
é
é
é
é
ééééééééééééééééééééééééééééééééééééééééééééé

éééééééééééééééééééééééééééé
é
é
é
é
é
é

éé
é
é
é
é
é
é
é
é
é
é
é
é
é
é
é
é
é
é
é
é
é
é
é
é
é
é
é
é
é
é
é
é
é
é
é
é
é
é
é
ééééééééééééééééééééééééééééééééééééééééééééé

é
é
é
é
é
é
é
é
ééééééééééééééééééééééééééééééééééééééééééééé

ééééééééééééééééééééééééééééééééééé
é
é
é
é
é
é
é
é
é
é
é
é
é
é
é
é
é
é
é
é
é
é
é
é
é
é
é
é
é
é
é
é
é
é
é
é
é
é
é
ééééééééééééééééééééééééééééééééééééééééééééé

ééééééééééééééééééééééééééééééééé

é
é
é
é
é
é
é
é
é
é
é
é
é
é
é
é
é
é
é
é

é

é

ééééééééééééééééééééééééééééééééééééééééééééééééééééé
é
é
é

ééééééééééééééééééééééééééééééééééééééééééééééééééééé
é
é
é

è
è
è
è
è
è
è
è
è
è
è
è
è
è

-10 -5 0 5 10
0.0

0.5

1.0

1.5

2.0

2.5

Σ1

a 1

Β=

Green -1.5

Blue -0.9

Red -0.1

Figure 5: Variation of the parameter β
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Figure 6: Variation of the parameter β
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Figure 7: Variation of the parameter k2
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Figure 8: Variation of the parameter k2
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Figure 9: Variation of the parameter λ
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Figure 10: Variation of the parameter λ
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Figure 11: Variation of the parameter k4
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Figure 12: Variation of the parameter k4
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Figure 13: Variation of the parameter µ
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Figure 14: Variation of the parameter µ
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Figure 15: Variation of the parameter ω1
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Figure 16: Variation of the parameter ω1
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Figure 17: Variation of the parameter ω2
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Figure 18: Variation of the parameter ω2
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