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L étude factorielle d'une mésure de probabilite
continue ternatre de forme :quelconque nécessite & son
approchement (par des méthodes mathematiques usuelles

d‘appfoximatiori'_) 1’ étude factorielle soit pour;

- Une mésure de proﬁbabilite’ ternafre degéneree de
- rang finite de lai{.form

zAi(X).Bi_.(‘y).Ciiz) }' " pour 0 < x,y,z < 1

= 0 ' sinon

o
fl

déja étudié
Ou |

~ Une mésure de probabilité térnaire semi-dégenéree
de range finie de la forme

i1 vy

Pplx,y,2z) = C;(2).T,(x,y) pour O<x,y,z¢1

i=1

O

sinon

" (actuellement presentée)

.. d' ou l'importance  de cet article.
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= INTRODUCT ION

< une mésure de probablllte continue

a

ternaire notee par P

[0,1] dans
.¢3(z) ) tel

soit

¢1(x)

mésure de

¢2(y) soit

mésure de

(z) soit

l1'éspace.

qQque.

‘mé€surable,

probabilité

mésuratle,

probabilitée

mesurable,

(xyz)>

O set donné€ sur le cUBe

Lée triple de fonction (¢ (x),¢ (y)

definie sur 1'€space L2(E ) de la
T (x) de densité& dvx
definie sur 1'dspace LZ (E ) de 1la
T,(y) de densité duy

dgfuute sur 1'&space L2 (E ) de

1a mésure de probablllté T,(z) de den51te dv,

Ce triple de fonctions est ‘consideré comme un facteur de

la correspondance P(x,y,z);ass'ocie' 4 la valeur propre

Ay 8 A Ce triple est determind par le systéme d° €quations
integrales suivant {[1]

M(x,x') € Ex 3 (y,y')EEzf 3 (z,z')eEz

BB =B (3% .3} PE xE, (x",2z)
S - 1(3;?) P (yy ~t2(¥)dvy+ 1 5 l(x?) P (=)
E2 %El E2 ‘ E3‘ El E3 .

LA ¢._1f(x_.§') =

: 4>3(z) d\:2
o PExE, (x,5) PExE (y " ,2)
A, (y)= r . - . ¢, (x)dv_ 4 S T
2 ¢ P (y').P (y) 1 x ™ P (y").P_(z2)
B, "E, By Eg By )
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PEZXE3(y,20

" (x)dv + 7
(z).P. (x) " ®) X P. (y).P. (2)
R E; E, Eq

pIL~21)<E3(x,‘z)
: () = 7
Ad3 PE

Ey

3

@2(}’) d\)y . e (I)

(x,y), P fx.z).
2 EIXES
- P. (y,z), les lois marginates binaires déduites par
- szE3
la mésure de probabilitd Pr(x,y,z) sur les principaux
faces du cube [0,1]3.

Ou on a designe par (PE‘I.'XE

(P, (x),P (y), P, (2)) les lois marginates binaires
E, Ez_ E3
deduites par la projection: de la mésure de probabilité

'PE(x.y.z) sur les principaux axes du cube {0,1]3[3].

(dvx;dvy.d vz)' son les m?e'éures de probabilites definies
par (Po (x), P. (y), P. (z)).

19 Considersons le cas ou .la mésure de probabilite

P'E.(x,y,z) est definie sur le cube [0,1]3 dans

1'éspace par la formule

PE(x.y.z)_;

o ™o

C.Ci(z) L Tx,y) pour 0<x,y,z<1

i=1

0 V sinon (1)

de range fini, les Ci(2) sont lineairment independants,
‘Ti(x,y) est suppose positif ounul de plus elles sont
toutes borne€es sur le cube.

Designons par



= Bk

ST, (x,y) dy A (x) | ; f‘, A, (x)dx

5 E1 :
S T, (x,y) dx = Bi(y)‘ 3 I B.(y) dy = b,
E ' E, ! k
1 2
S C.(z) dz
g i
3
TR 5 8 ey PooYyTayhy
i=1,2,...,r  (2)
r | &

‘danc, on a £ a.b.c, = 1
7 i 111 4

Les trois loxs marglnales ‘binaires obtenues par la

mésure P (x y¥,2) sont’ donnees par

.PElez(x y) =P (x y)-lle .T (x,y) pour 0<x,_y~<_1'

'=,0 _ - sinon

r . | .
rR;E~1-xE3l‘x’~-z'~)r-="rj-2'(-;x’z il Ai(x);fCi(z) pour 0<x,y<1
(j ‘ . sinon . - '
,?'EZkEB(X’Z?:P.‘;(y’Z)FifiBi(y)."Ci(.Z) - pour O<y,z<1
" R i sinon (32
par 1’ 1ntroduct10n des .expressions (3) et (4) dans le

systeme (1) Ce systeme s'est redmt ‘a

¥,i;(;('xi')el_,‘:i'1, | (y.y»') e Ez»y O (zzn) € Eq
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: r
' T '
¢ J’T.i(x ,y),¢2(y)dy+‘ A, (x )

.
AP (x').¢,(x")= % C,
L V7 a1 YR, i=1
]_{j Ci(z) : ¢,3(z)dz
2
, r r )
AP (yv*).¢.(y')=2 C. [ TAx,y').¢ (x)dx+ £ B.(y)
2'Y 2y i1 i El i 1 i1 i
°E; c.(z) .o S(z)dz
r ' r
k c. {1 Ai()c).¢|1(><)ci><+ii1 C.l(y )

AP (2'). by (2")=
3 3 =1 ' E

. Bi(y) . _¢;2(y)dz
. ) E3 o
de la :de'rniére €quation du systéme(5). On voit que la

. fonction inconnue 03(2) definie sur [0,1] est rationelle de

'la forme simple -
‘r ) =
Ni°ci(2) .
‘ ' (6)

3T o .r ,
: :1 a~i.Ci(;z)
=1 N

‘&0 ‘les parameters inconnus (N,|i=1,2,...,r) seront
‘déterminer de 1'dquation integrale homogéne suivante.

I T
Sy oy

‘ P(x,y,z"').P(x,y,z"') . ‘cly)

A 6 (2).Polz)=s (.7
0 3 E3v E,xE, PElez(x,y)

4 5(2)dz (7)
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En introduisant ]'expression (6) dans 1'équation (7) .
d'apreés des calculs penible on aura le systéme lineare
homogéne aux r parametres inconnus (N_|s=1,2,...,r)

suivant

S

I

1,2,...,c ~  (8)

=
1
ot
T
£
c
=

. Ou on a designe

T (x,y) T. (x y)

.= f 4 3 dxdy, v s;j = 1,2,‘..}.,1‘
5j , k)
E2 E3 r ‘ ; ; : -
2 B s Tolx,y
C.(z) .¢i(z) L |
u.. = .f B ] ‘ o - . dZ ’ Vv i'j = 1,2,...,1'
1) E r \ :
3 I k'ck(Z)
k=1 o (9)
j= . 1 cdz L, v i, o= 1,2,0000
E3 X Ve Ck(z) | ]
k=1 g . e B
: (9)
Le systeme (3) peut-&tre reécrit en terme de mat " -
comme suit |
: aﬁug;W(fxf) L Ulexo) LR 10)

) Lot ; i : . i i i'
: ou W(rxr) et U(rxr) sont simplement de matrlces symétrlque

p051t1ves defmles pur (9)
supposons que‘ ‘EI Ci(z) . o(z) dz = M, ‘.'i‘=1‘.2.~'--r
| 3 S (10)

1y
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Pour détérminer ¢1(x) et ¢2(y); Introduisons 1‘éxpression
.(6) de ¢3(2) déja obtenue dans le systéeme d'equation (5).

‘nous aurons,

- r r
APy (x') 0 (x")= 2 MA(x' )+ C I Ti(x;y).¢2(y)dy
i=1 i=1 E2
(11)
: . r , r
Apz(y');¢2(Y')= LM Bi(y')+ ECy IT{x,y‘}.Ol(x)dx
5 i=1 i=1 E

! (12)
1'élimination de fz(y) parmiles deux derniéres é€quation
integrate ram&éne a 1l'équation integrale de Voltera de
;déuxieme_type, pour ¢1(x) la suivante, v(x,x')eE1

b
-

r

}?.P (x'). 9, (xV=z MA(x")+  C s T.x',y)
1 1 . i , i i
: Ci=1 i=1. E. C
: 2
3 M..B.(y))
ST I
- 2
P,y
e & CiCin(xﬂy).T.(x'y)
+ £ £ T LI oy (x)dx
i=1 j=1 E, E, 2'Y).
A « | (13)
T WOB, r r ’
f‘?l(”)f’i(*i’z.g M, A(x')+ 2 CF.(x")+ % f D, (x;x).¢  (x}dx
v - i=l 1=1 i=1 El

S L. , (14)
Ol op a designe par

Ti(x'.y).Bj(y)

Fi(x') = g 12l 52y ew o) T

N
(S



T,(x%y) T (x, y) dv
f CC T(y’ ‘ =y x 1=_1p2y-f-)r

L By, % e
(15)

Di(x',x)z _
J

U g

2
- :

Evidement, on etabllt de fagon analague, 1'équation inte
grate realis€e par la fanctlon [ (y) Designons par

Ti(x.‘,y).Bj(x;)

r

CG(y’) = 2 - dx yi=1,2,...,r
r * 3 Ti(x,'y').’I‘J.(x,y) , _
. 2 = f - ; - i= veo

D:(y”,y) j=21 J % 0 dx i 1 2,0t
+ . o S (16)

par conséquent 1' €quation | mte'grale de Voltera reahsee

par la fonction proper recherchee ¢ (y) est la -suivante
| : N :

L r L
MlBi(y")-F.z CiGi(y‘)-r ! D (y .Y) 02(y)dy

AP (y') by (y! ) £ ) sl i=1 E,

i

IIM"!

(17)

2 & 5 . : —_— . i 4 .
.Ce rafsonnement conduit au theoreme suivant.

Théor&me
‘ﬂ—f-,——.._.. )

Le triple ‘de fonction ! propres (p,(x).¢ (y).¢ (z))
P A3 2 2

assoc1ees a la valeur propre Ai €x, definissant les focteurs

de la correspondance contmue semi- degeneree ternaire de

| 190 v
la forme Pp = 5 C(z)T(x,y) v <0 <x, y. Z<1

~ sinon
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. 'Ou les fonction ’t*(z) sont - linearment independants {(toutes
les fonctions (C (z) T, (x y)ll 1,2,...,r) sont bornées
p051t1ve ou nulle)

‘ Ce triple de facteurs est donne par

= 3(2) est une fanction }'atlonelle de la forme:

r g
£ N,.C.(2)
¢ - i=1 3 1 i (6)
3(2) = o r |
o Yi'ci(zf)

dont les parmetres inconnus N, sont donnés par le

systeme homogene lineaire (8).

- ¢1(x) satisfait 1'équation integeral de Voltera (14)
(de méme pour o,(y) s:aitisfait 1'équation (17) dont les
terms le noyaux sont definis par (15) ei (16) en fonc-
tion des 1_o_i§ maréinaleé simples et binaires deduites
de la mésuf? dcénnee. -

Cas Particulier

Les,. resultats. [4] obtenus pour la mesure de correspon-
dance; continue ternair déginérée définie par
_;!". ! ::: ) ’ “ 4']' o E i
-"‘PE =z Ai(x).l?i.(y),(;i(z) i 0 < x,y,z2 £1

o
L

.0 Pk A _‘ sinon

ﬁ
rvow [4] peuvent etré decouler du theoréme précédent comme
Sl.llt 1

403(;)“est un fanction rationelle de la forme:



'
i

r  :
¢ = (z) = 1=l
3 B,
v I Y..C.(z)
i=1 1

ol(x) est rationelle soit par symetrie ou soit par le
qalcul de Fi(x’)'et Di(x',x) d'abord et ensuite intro-
duisons les valeurs de Fi(x') et Di(xﬂx) dans 1'équa-
tion intégeral de Voltera pour ¢,(x) comme suit.

S | Tif(x;w.sj(y)
F.(X' = z 14 - 'dy
i j=1 Ez Pz(y)
e E A:i(x').Bi(y).Bj(y)
F(x') = 2 g i dy
' J=1 Ez kﬁl %k Pk Bk(y)
r - Biy).B.(y)
= AUX) (T s I ay)
4 =1 E, Zk i A Bk(y)
Fi(x')= 1‘\i(x')Li . v i=1,2,...,r (18)
' Tandis que
g :;), T i Ti(x',y).Tj(x,y) _
- D(x',x) = 5 c.c. s : dy
CR T j=1 1 J:Ez Pz(y) _
g s | | Bi(y),Bj('Y),A
=£ ' ciciji(x')Aj(x) 3 - — S dy
, D, (x",3%) = e (x*) jél Fjsij _A?j(x_) j‘}.i'  :(19_):£

Quon a designe i)_ar:



i Bl =

g Bi(y) ; Bj(y)
L. = £ f : dy
Y=l E, P,ly)
Bi(y) .B].(y) o
S {-:2 Ty} ay  » % 1) = Ledweem
(20)

Donc par 1'introduction de valeurs de F,(x') et D, (x*,x)
dans 1'équation integrate de Voltera satisfait par ¢,(x)
Cette equation s'est reduite a la suivante

B 150 o e & :
xPl(x ).eq(x ) = K MiAi(x )+ E CiAi(x ).L,
i=l . i=1
S r
+ £ cA(x").L, (£ c.rS5 A.(X).p,(x)
jep 11 ,‘li:l]l]l 1
r r
= ¢ MAA(x')+g c. LA (x')+ g c. A (X’
o o, & = ¥ i=1
r
¢ O.A.(x'")
d' ou ¢1(x') = (21)
= & A (x*) ;
iy ol(x') ‘est une fonction ratlonelle aussi.
. s ,
i

1.& ﬁoguenient le meme ra,lsonnement conduit au meme resulta
PQ

r ¢2(y) donc 'qes !resultats’ obtenus se caincident avec
les-nresultats de]a obgenus [l.]
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[2]

[3]

[4]

[5]
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