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  الرياضيات و الموسيقى  
  
  
  
 
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  أ.د./ محمود إبراهيم بدر
  م الرياضيات وتكنولوجيا التعليم أستاذ المناهج وطرق تعلي

  جامعة بنها -كلية التربية 
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  :مقدمة
ـات   فـي  tonesترتبط الرياضيات و الموسيقى برباط خفي ، فالذبذبات تـرتبط بالنغمـ

فى النغم  اللوني و الإيقاع و في كثير  Harmoniesأو التوافق  Melodies الميلوديا
ـات  تتضـح فـي متسلسـلة فـورير   Fourier'sمن الأشكال الموسيقية ، ومسألة الذبذبـ

series   ــد لمــس سلفســر ــر  Sylvester، وق ــة اللاتغي ) Invariance(منشــئ نظري
  العلاقة بين الرياضيـات  والفن الراقي الموجود في كتاباته .

) المشهور  Jacobكما أن الموسيقى شكلت جانبا مهما من حياة الرياضيين ، فيعقوب  
 'Poincareبأعماله فـي الـدوال الناقصـية)  تـذوق الموسـيقى ،  كمـا كـان بوانكاريـه 

اع بوقت فراغه مع الموسيقى  ، كما لعب ابل علـى البيـانو ، كمـا أحـب يفضل الاستمت
لاجرانج الموسيقى ، بل ووصفهـا  بأنها تساعده على حل المسائل الرياضية المعقدة ، 

المعــروف بأعمالــه فــي التحليــل و نظريــة الأعــداد  Dirichletكمــا تــأثر ديرشـــــت  
  اة عزف الفيولينا .بالموسيقـى  ، والمعروف أن أينشتين كان من هو
  وقد رأى فيثاغورث تقسيم الرياضيات كما يلي :

          الرياضيات         
                  
                  

      المنفصلة         المتصلة     
                  

    المطلق  النسبي         المستقرة   المتحركة   
                  

    الحساب   الموسيقى         الهندسة  الفلك  
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أن فيثاغورث قد أعجب بالأصوات التي تنتج من طرق   Boethiosوقد ذكر بوثيس  
والتي ذكر أنها تمثـل أصـوات موسـيقية ، وقـد طلـب  -الحديد بمطارق مختلفة الوزن 

، والأعداد الأربعة  ١٢،  ٩،  ٨،  ٦فيثاغورث من الحداد أن يستخدم مطارق أوزانها 
والوسط الهندسي   السابقة ترتبط ببعضها البعض ببعض العلاقات مثل الوسط الحسابي

  فمثلا :
)١٢ \ ١+   ٦ \ ١)*( ٢\١=  (        ٨ \ ١،                ٩=      ٢ \)  ٦+  ١٢(  

   ١٢ \ ٨=          ٩ \ ٦،             ١٢\ ٩=             ٨ \ ٦أيضا   
  أما علاقات الوسط الهندسي فإنها تتضح كما يلي :

        )٢ \ ١ = ٤ \٢)  =  ٨ - ١٢( \) ٦ - ٨     
ويخبرنا بوثيس أن فيثاغورث استمر في ذلك حتى اكتشف العلاقـة بـين طـول  السـلك 

من طولـه الأصـلي فـإن  ٤\٣المهتز والنغمة الناشئة عنه ، فإذا نقص طول السلك إلي 
مـن طولـه  ٣\٢النغمة الناشئة تكون هي النغمة الخامسة وإذا نقص طـول السـلك إلـى 

من طولـه الأصـلي  ٢\١هي النغمة الرابعة وإذا نقص إلى الأصلي فإن النغمة الناشئة 
  فإن ذلك هو الأكتاف . 

،  3، 2واكتشف فيثاغورث العلاقة بين ذبذبة السلك المهتز وسمكه وطولـه  والأعـداد   
. كما  -) 7:784ومن المحتمـل أن يكون قد عرف ذلك من الكهنــة  المصريين ( -،  4

 2:3تونى حيث  وضع نسبة ذبذبة النغمـة الخامسـة قدم ما يعرف بسلم فيثاغورث الديا
 C,C#,D,D#,E,F,F#,G,G#,A,A#,B وأصبحت النغمات الأثنى عشرة هـي  : 

  ).17:314( 7.129:128كما وضع ما يعرف بكوما فيثاغــورث  وقيمتها 
وقدم اقليدس بعض مبادىء الموسـيقى و جـاليليو صـحح مـا توصـل إليـه  الرياضـيين 

، .... وأثبــت  أن الأسلاك المتساوية الطول   3\1،   2\1،  1واشتـق السلسلة  التوافقية  
والواقعة تحت شد متساوي تتناسب عكسيا مـع  الذبذبة الناتجة منهم و تمكن أويلر مـن 

ي  أعاقت الموسيقيين فتـرة طويلـة بـأن جعـل المسـافة آلت commaحل مشكلة الكوما 
وهنا أمكن للموسيقيين أن ينمذجوا العلاقة بين الرياضيات   2بين كل النغمات تساوى  

  ).10:315) ، (17:314والموسيقى (
عــن حركــة الأســــلاك   Descartesوفــى أوائــل القــرن الســابع عشــر كتــب ديكــارت   

ـلاك  أيضـا ، وعلاقتها بالموسيقى  كما درس تايل ور ودالمبـرت مشـكلة اهتـزاز الأســ
ــولتز  ــرف  هلمه ــا يع ــلاك ، كم ــزاز الأس ــكلة اهت ــة مش ــت بدراس ــرف ديرش ــا يع كم



  م الجزء الثاني٢٠١٧) يناير ٢) العدد (٢٠( المجلد    –  تربويات الرياضيات مجلة 
 

  ٩   
  

Helmholtz  وسلفســــترSylvester  بدمجــــه المعرفــــة الرياضــــية  والموســــيقية
  ).787-7:783معا(

كأحد المعاصرين الذين مزجـوا بـين  الرياضـيات و  Helmholtzويعرف هلموهلتز 
  الموسيقى.

ولقد ظلت الرياضيات والموسيقى مصنفتين معا كعلم واحد حوالي ألف عام وقد أسـس 
في القرن الثامن عشر المدارس  الكنسية آلتـي أعتمـدت  Charlemagneشارليماجن 

ضــيات عــن فــي جــزء مــن مناهجهــا علــى أعمــال فيثــاغورث ، وقــد  بــدأ فصــل الريا
الموسيقى في عصر النهضة الأوربية فـي القـرنين  القـرنين الرابـع عشـر و الخـامس 

  ).12:593عشر ، أبان ما يعرف بعصر النهضة  الأوربية (
أن التشابه بين الموسيقى و الرياضيات يبدأ  عند مرحلة  Coxeterقد ذكر كوكستر  و

ــه  ــدو عمل ــيقى يب ــأليف الموس ــالتلحين أو الت ــداع ، ف ــائق مالإب ــاف الحق ــابها  لاكتش ش
، و أن كلاهما يعتبرا مجردين  ، لذا فقد  رأى أن فترات التطور و الازدهار الرياضية

  الرياضي يصاحبها تطور وازدهار  موسيقى .
بين الرياضيات  و الموسيقى ،  Skempكما قارن الرياضيون التربويون مثل سكمب 

فالرياضيات تشبه الموسيقى ، تحتاج لتمثيل الأحداث  فيزيائيا والتفاعل الإنسـاني قبـل 
تشبه النغمات الموسيقية والعلاقـات الأنيـة  -الصامتة   -الترميز ، والنماذج الرياضية 

ات موسـيقا  تشبه الهارموني  والبرهان يشبه الميلودى ، ويعلق على ذلك بأن الرياضـي
  صامته .

الـذي يعـد   أحـد  المبـادئ  Symmetryومن الموضوعات الرياضية المهمة التماثـل 
بطريقة مشابهة لمفهومه   Transpositionالموجهة لعمل الملحن ، فيستخدم الانتقال 

ـاخ  حيـث تظهـر الفكـرة الرئيسـية  Fugueو هذا يتضح فـي مقطوعـة  -الرياضي  لبـ
 -نفس المقطوعة  -،   وكما يعرف في الموسيقى  -تاح مختلف لثاني مرة و لكن في مف

وهى مشابهة للانعكاس الرياضي ،  Inverting a Theme  بحيلة باخ بعكس الفكرة 
الانعكاس مـع التكبيـر فـي الرياضـيات مشـابهة لمـا  Dilation Reflection وفكرة 

  . Wedge Fugueاستخدمه  باخ و يعرف 
لاك آلتي تتكون مـن نفس النوع و تحت نفس الشـد  تعطى وقد ذكر فيثاغورث أن الأس

و من المحتمـل  -على الترتيــب   4:3أو  3:2و  2:1رنين أكتاف إذا ما قسمت بنسب 
ـن  القـدماء  وطريقتـه تحـوى  -أن يكون فيثاغورث قـد تعلم ذلك مـن الكهنـة المصرييـ

و  3،  2،  1الأعـداد يقتـرن ب  consonantالإبداع الرياضي فقد اعتبـر أن التوافـق  
هي النغمة الأساسـية  C، فقد أخذ عدة أسـلاك  متساوية الطول واعتبر أن النغمة دو 4
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ـى   وباستخـدام  تقسيم السلك إلى نصفين متساويين أو آلـي ثلاثـة أجـزاء متسـاوية أوالـ
ـات  مـا يعـرف  خمسة أجزاء متساوية أو إلى سبعة أجزاء متساوية أمكنـه تحديـد نغمــ

  بسلم فيثاغورث الدياتونى :
* ------------*-------------- *  
*-------*---------*--------- *  
* -----*----- * ----* ---- *----- *  
* ---* ---* ---* ---*---*---* --- *  

على الترتيب    3/2 ،   4/3بالنسبتين   G، صول   Fوقد حدد فيثاغورث بعد النغمتين فا 
 diatonicما يعرف بسلم  فيثاغورث الدياتونى   و توصل إلى  Cمن النغمة الأساسية  

Pythagorean scale : وذبذبات نغماتـــــه  النسبية هي  
C  B  A G  F  E  D  C  
2 243/1

28  
27/16  3/2  4/3  81/64  9/8  1  

  C×   ذبذبة النغمة الأساسية     F  = 4/3فمثلا ذبذبة النغمة فا 
فيمـا   9/8ذبذبـة النغمـة التاليـة  لهـا =ومن الواضح أن النسبة بين ذبذبة كل نغمة إلى 

و هنـا  256/243) حيث  النسـبة Bسى  C ,حيث النسبة ) ، (دو   Eمى  F ,عدا (فا 
  يظهر نصف نغمة .

C  B  A G  F  E  D  C  
2 243/1

28  
27/1

6  
3/2  4/3  81/6

4  
9/8  1  

   S  W  W  W  S  W  W  
  إلي نغمة كاملة . Wإلي نصف نغمة و الرمز  Sحيث يشير الرمز 

  : دالة توليد الذبذبات للنغمات الغربية 
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= 55 ∗ 2( ) 
  رقم النغمة داخل الأكتاف     pرقم الأكتاف و  Oحيث 

= 55 ∗ 2(((( ( / ) ) ((((   ) )) )/ )) 
    .رقم النغمة  pحيث 

    :للموسيقي العربية فهيأما دالة توليد النغمات المقترحة 
= 55 ∗ 2( ) 

  هندسة التحويلات: 
ــن أبســط  ــروابط م ــك ال ــدأ تل ــين الرياضــيات والموســيقي، تب ــدة ب ــط عدي توجــد رواب

ــه إمــا بوحــدة أو  ــذي يعبــر عن ــة فــي زمــن النغمــة ال أو  ٤\٣قواعــد الموســيقي متمثل
 نصـــف وحثـــي  اللحـــن الموســـيقي وتعـــد هندســـة التحـــويلات أحـــد الموضـــوعات 
ــات  ــوا المقطوعـ ــتخدم مؤلفـ ــث يسـ ــيقي حيـ ــي الموسـ ــا دور فـ ــي لهـ ــية التـ الرياضـ
ــتخدم  ــثلا اس ــاتهم فم ــأليف مقطوع ــي ت ــدوران ف ــاس وال ــال والانعك ــيقية الانتق الموس

ــه الموســيقية و أمــا جــون J. S. Bach   الانتقــالات  بــاخ  فــي تركيــب مقطوعات
ــليبل  ــكي   Johann Pachelbel باشـ ــور استرافنسـ ــاس واجـ ــتخدم الانعكـ فاسـ

Igor Stravinsky  ــيات والموســيقي ــين الرياض ــتخدم الــدوران و الــروابط ب فاس
مســتخدمة فــي المدرســة الثانويــة حيــث تســتخدم فــي التــدريس لحــث الطــلاب ورفــع 

   .دافعيتهم
ويعد معيار الترابط من معايير مجلس معلمي الرياضيات في الولايات المتحدة 

 Curriculum and Evaluation Standardsحيث وردة في    NCTMة  الامريكي 
 Principles and Standards forم ٢٠٠٠وفي لائحة المراجعة عام   (1989)

School Mathematics (2000),  ويمثل في مناهج الرياضيات فيما قبل الصف
ل الثاني عشر مما يشجع المعلمين علي الربط بين الرياضيات والموسيقي من خلا 

  السياقات خارج الفصل ومن خلال النماذج .
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 مفتاح صول :

  
  :   Translations الانتقالات 

يعرف الانتقال بأنه إزاحة شيء أو هدف من موضع إلى آخر والموسيقيون استخدموا  
  الانتقالات بطريقتين : 

الانتقال الأفقي ويعني به إزاحة اللحن إلى موضع زمني متأخر وهذا معروف في  
  وهو تكرار اللحن أو جزء الموسيقي 

 النغمة  النغمة
A F  C 

 

A  F  C 

B A D 

  

B A D 
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صو   فا

  ل
صو   فا  فا  لا 

  ل
صو   لا 

  ل
ر  لا 

  ي 
ر  لا   مي

  ي 
  مي

م  ري   لا 
  ي 

د 
  و 

د 
  و 

م  ري 
  ي 

م  دو
  ي 

صو   فا
  ل

م
  ي 

صو   فا
  ل

التكرار ومثال ذلك موسيقي  ومعظم المقاطع الموسيقية العربية والأجنبية تحوي ذلك 
  عيد الميلاد .

النوع الثاني من الانتقالات هو الانتقال الرأسي عبر الأوتار و السلالم الموسيقية 
ونسمعه كتغير في المفتاح أو   transpositionوالأوكتافات ويطلق الموسيقيون عليه 

  النغمة (حاد إلي غليظ وبالعكس).
  مقطوعة بلادي بلادي لسيد درويش 

  
 ف علامة المازورةذ مقطوعة السلام الجمهوري بعد ح
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ونلاحظ تكرار في الجزء الأول وينتقل لوسط الجزء الثاني وهذا يرجع لطبيعة 
  التكرار في النشيد الوطني لسيد للموسيقار سيد درويش. 

  

  
  مقطوعة يا مطرة رخي رحي لأميمة أمين 

  
  لمقطوعة يا مطرة رسم توضيحي يوضح ترتيب النغمة وذبذبتها 
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ونلاحظ  وجود انتقالين لتجمع من النغمات ثم انتقال لتجمع واحد من النغمات مع العلم 
  .أن الانتقال من اليسار لليمين 

  الانعكاسات: 

  

  
  دو  سي  لا   دو  سي  لا   فا  لا   صول   فا  فا  لا   صول   فا
F  G  A F F G A F A B C A B C 
C B A C B A F A G F F A G F 

والانعكاس أيضا لدي الموسيقيون يكون إما رأسي أو أفقي ، فإذا تم عكس جزء من 
اللحن مثلا عبر خط عمودي في نهاية مازورة ، فإن الموسيقيين يطلقون عليه 

retrograde  .وهنا يظهر اللحن كما لو يعزف من الخلف للأمام كما بالشكل أعلاه  
السلم الموسيقي فإن الموسيقيين واذا تم عكس اللحن عبر خط أفقي أو فراغ في 

  كما بالمثال التالي:  inversionيطلقون عليه  
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  دو  سي  لا   لا   دو  لا   فا  دو  صول   فا  فا  لا   صول   فا
F G A F F G C F A C A A B C 
F E D F F E D F D C B D C B 

  انعكاس حول نغمة الصول الابتدائية 
  الرياضية أو الموسيقية .وهذا الانعكاس لا يحافظ علي المسافة 

  الدوران :
  هي تحويلات تحافظ على المسافة الموجودة ولها نقطة ثابتة 

 



  م الجزء الثاني٢٠١٧) يناير ٢) العدد (٢٠( المجلد    –  تربويات الرياضيات مجلة 
 

  ١٧   
  

  
ويتكون من نوعين الانعكاس    retrograde inversionوأحد الدورانات يسمي 

درجة حول  ١٨٠ويعني به قلب اللحن ثم عزفه من الخلف للأمام حيث يدور بزاوية   
  . أول نغمه في اللحن
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